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Les calculatrices sont autorisées.

Durée : 2 heures

EXERCICE 1
1 R
1. Justifier la convergence de la série — . On note alors V = B
vers 2;@n+m §:2n+R
2. Pour tout entier n > 1, on définit :
Ve € R, Dyl f—i-Zcoskw

Démontrer que, pour tout entier n > 1 et tout réel x # 0[27], on a :

™
3. Pour tout entier n > 1, on note L,, I'intégrale : L, :/ xDy(x) dx.
0

s
(a) Calculer I'intégrale / x cos(kx) dx pour tout entier k > 1
0

(b) En déduire que
7_[_ n
Ln="T+ Z
k=1

(c) En déduire que la suite (L), converge et exprimer sa limite en fonction du réel V' défini dans
la question 1.

4. On note f le prolongement par continuité en 0 de la fonction définie sur I'intervalle ]0, 7] par :

LT
sin(z/2)
Montrer que f(0) = 2 et démontrer que la fonction f est de classe C! sur [0, 7].
5. Soit ¢ € C1([0, 7], R). Démontrer que

i ( /0 " o) sin(nz) dx) — 0

On pourra faire une intégration par parties.

6. Démontrer que lim L, =0.
n——+0o00

7. En déduire la valeur de V.
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EXERCICE II

n
1
On rappelle que Z = Inn + v+ o(1). On pourra utiliser ce résultat sans démonstration.
k=1
On rappelle que pour tout nombre réel a strictement positif et € R, on a : a® = exp(zIn(a)).
Question préléminaire

Soit = € [1, +o0[ fixé, on pose hy : t € [1,+oo[— % Etudier la monotonie de la fonction h,.

On pourra se servir de cette fonction pour diverses valeurs de x dans tout l’exercice.

+o0
1
On note F' l'application définie par F(x) = g —.
n
n=1

. Donner, sans démonstration, le domaine de définition de F'.

. Montrer que F est continue sur son domaine de définition.

1

2

3. Justifier que F' admet une limite en 4+00 et déterminer liIJra F(z).
T—>+00

4

. Pour n > 1, on considére les applications v, et w,, de [1,4o00[ vers R définies par :

1 1 1 nlog
n

Soit n € N*, justfier que v, € C! ur [1, +oo[ et calculer v}, (x) pour z € [1,+oo].
. Montrer que Vn > 3, Vx € [1,4o00[, v}, (z) < 0. (On pourra utiliser la fonction hy ).
En déduire que pour n > 3, vy, est bornée sur [1, +-o00[ et calculer [[vp oo, [1,+00[- -

oo

Pour n > 1, déterminer wy,(x) pour x €]1, +00] et wy(1).

. Montrer que pour n > 1, w, est continue sur [1,4o0].

Montrer que Vax > 1, Vn > 1, 0 < wy(x) < vy(2).

. Déduire des questions précédentes, que la série de fonctions an est normalement convergente
n=3

Qoo

sur [1,+oo].
+o0
e. On considere la fonction W définie par W = Z W, -
n=1
Démontrer que W est définie et continue sur [1, +ool.
1
1—a
. . 1
b. Justifier que Ilg{h F(z)+ 1—x> =W(1)

. Montrer que W(1) = .

6. a. Montrer que Vo > 1, W(z) = F(z) +

o

On a ainsi établi que :
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