
Feuille d'exer
i
es numéro 7OndesPC, 13 dé
embre 2008Équations de d'Alembert diversesExer
i
e 1 Ondes de 
ompression et de torsion. Une éprouvette 
ylindrique est delongueur L et de se
tion S = πa2, faite d'un matériau élastique de module d'Young E (homogèneà une pression). On étudie deux types d'onde par une méthode analogue : on dé
oupe l'éprouvetteen tronçons de longueur élémentaire reliés deux à deux (A) par un ressort de 
onstante de raideur
k inversement proportionnelle à la longueur (B) par un �l de torsion de raideur c inversementproportionnelle à la longueur.A. Propagation d'une onde longitudinale de 
ompression.1. Préliminaire : la masse de l'éprouvette estm et quand on la soumet à une for
e F , sa longueurpasse de L à L+∆L. Déterminer sa masse linéïque µ et sa 
onstante de raideur k. Le moduled'Young E est dé�ni ainsi : une éprouvette de se
tion s et de longueur ℓ a pour 
onstantede raideur k = E · S

ℓ
. Donner l'expression de E en fon
tion de F , L, S et ∆L. Dans la suitede 
ette partie, on pose χ = E · S.2. On note u(x) le dépla
ement longitudinal de la masselotte M de masse dm d'abs
isse aurepos x. On pro
ède à la dis
rétisation du problème selon le s
héma suivant.

x x+dxx−dx

u(x−dx) u(x) u(x+dx)

(dm) (dm) (dm)Donner les expressions de dm, k et ℓ0 (
ara
téristiques de 
haque petit ressort) en fon
tionde µ, χ et dx.3. Donner les expressions des longueurs des ressorts entourant la masselotte 
entrale et endéduire l'équation de d'Alembert véri�ée par u. Donner l'expression de la 
élérité cC desondes de 
ompression. B. Propagation d'une onde de torsion.1. Préliminaire : la masse de l'éprouvette est m et quand on la soumet à un 
ouple de torsion
Γ, elle se tord d'un angle Θ. Déterminer sa masse linéïque µ et sa 
onstante de rappel C. Lemodule d'élasti
ité de torsion G est dé�ni ainsi : une éprouvette de se
tion s et de longueur
ℓ a pour 
onstante de rappel C = G · S

L
. Donner l'expression de G en fon
tion de γ, L, S et

Θ. Dans la suite de 
ette partie, on pose σ = G · S.2. On note θ(z) l'angle de rotation de la masselotte 
ylindrique de masse dm, de se
tion S = πa2et de 
ote z. On pro
ède à la dis
rétisation du problème selon le s
héma suivant.1



z−dz

z

z+dz

(z−dz)θ

(z)θ (z+dz)θDonner les expressions du moment d'inertie dJ de la masselotte et de la 
onstante de rappel
c de 
haque petit �l de torsion en fon
tion de µ, a, σ et dz.3. Donner les expressions des angles de torsion des �ls entourant la masselotte 
entrale et endéduire l'équation de d'Alembert véri�ée par θ. Donner l'expression de la 
élérité cT desondes de torsion.Exer
i
e 2 Limites de l'approximation des états 
ontinus. Un élastique est réellementformé d'une 
haîne de ressorts de 
onstante de raideur κ (lire kappa), de longueur au repos a reliantdes masselottes élémentaires m. Les masselottes 
oulissent sans frottement sur l'axe horizontal eton néglige le poids devant les autres for
es.

xx−a x+ax

u(x−a) u(x) u(x+a)1. En é
rivant la deuxième loi de Newton pour la masse 
entrale, établir la relation véri�ée parles élongations longitudinales u(x), u(x− a) et u(x+ a).2. On 
her
he une solution sous la forme u(x) = U0 cos(ωt − kx) à laquelle on asso
ie unesolution 
omplexe u = Uejωte−jkx. Établir la relation, dite relation de dispersion, entre ω et
k (attention à ne pas 
onfondre k et κ).3. Tra
er l'allure de la 
ourbe donnant ω en fon
tion de k.4. La vitesse de phase vϕ est la vitesse d'un point dont la phase φ = ωt− kx est 
onstante,soit vϕ = k

ω
. On fait tendre a vers 0 (approximation 
ontinue). Montrer que vϕ tend versune 
élérité c indépendante de ω.5. Si a 6= 0, le milieu est dit dispersif, 
'est-à-dire que la vitesse de phase dépend de la pulsation.Qu'en déduit-on pour la propagation d'un signal ?Exer
i
e 3 Introdu
tion aux ondes éle
tromagnétiques. Établir l'équation de d'Alem-bert véri�ée par les 
hamps éle
tromagnétiques −→E et −→B dans le vide en supposant (hypothèse del'onde plane) que −→
E =

−→
E (x, t) et que −→

B =
−→
B (x, t).Exer
i
e 4 Thévenin - Norton et onde éle
trique.1. Préliminaire. Un réseau sour
e est 
onstitué d'un générateur idéal de tension de for
eéle
tro-motri
e E et de trois résistors, les deux premiers de résistan
es R et r, le troisièmede 
ondu
tan
e g (don
 de résistan
e 1

g
). Montrer que 
e réseau est équivalent à un générateurde Thévenin de for
e éle
tromotri
e E′ = E

1+gR+gr
et de résistan
e interne R′ = R+r

1+gR+gr
.

R

r
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E’E
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2. Une ligne bi�liaire est 
onstituée de deux �ls de 
uivre parallèles, séparés par un isolant.Son 
omportement éle
trique est modélisé par une 
haîne de résistors. Plus pré
isément,un tronçon de longueur in�nitésimale dx de 
ette ligne est modélisé par deux résistors, lepremier de résistan
e r = ρdx et le se
ond de 
ondu
tan
e g = γdx :
dx

r=     dxρ

g=     dxγ(a) Quelles sont les unités et les noms qu'ont peut donner aux grandeurs ρ et γ ?(b) Proposer une justi�
ation physique à 
ette modélisation.3. On bran
he, à l'extrémité gau
he de la ligne bi�liaire, un générateur de Thévenin de for
eéle
tromotri
e E0 et de résistan
e interne R0. On note E(x) et R(x) les 
ara
téristiques dugénérateur de Thévenin équivalent à la portion 
omprise entre les abs
isses 0 et x. On aen parti
ulier E(0) = E0 et R(0) = R0. On 
her
he à établir les équations di�érentiellesvéri�ées par les fon
tions E(x) et R(x). Pour 
ela, on 
her
he les relations entre E(x), R(x)et E(x + dx), R(x+ dx).
R0

r=    dxρ r=    dx r=    dx r=    dxρ ρρ

0 x x+dx

E 0

g=    dxγ

E(x)

R(x)

γg=    dx g=    dxγ g=    dxγ

r=    dxρ

g=    dxγ

R(x+dx)

E(x+dx)(a) En utilisant le préliminaire, établir les expressions de E(x + dx) et de R(x + dx) enfon
tion de E(x), R(x), ρ, γ et dx.(b) On néglige les termes du se
ond ordre, 
'est-à-dire qu'on fait disparaître les termes en
dx2, et on utilise les approximations 1

1+αdx
≃ 1 − αdx et 1

1−αdx
≃ 1 + αdx (α étantun 
oe�
ient quel
onque). On rappelle que dA

dx
= A(x+dx)−A(x)

dx
. Établir les équationsdi�érentielles

{

(I) : dR
dx

= ρ− γR2(x)
(II) : dE

dx
= −γR(x)E(x)On pourra admettre la validité de 
es équations pour la �n du problème.3



(
) Montrer que la solution 
onstante R = R0 =
√

ρ
γ
véri�e bien l'équation (I).(d) En déduire dans 
e 
as l'expression de E(x) en résolvant l'équation (II).(e) On prend ρ = 0, 1 (ave
 l'unité trouvée à la question 2.b)), γ = 0, 1 (ave
 l'unité trouvéeà la question 2.b)) et E0 = 100V. On ferme la ligne de longueur L = 2, 50m sur unrésistor de résistan
e R1 = 50, 0Ω. Cal
uler R0, E(L), R(L) et en déduire l'intensité i
ir
ulant dans R1.4. On suppose maintenant que le tronçon de longueur dx est assimilable à une indu
tan
e ensérie L = Λdx (qui rempla
e ρdx) et une 
apa
ité en parallèle C = Γdx (qui rempla
e γdx).Établir les équations aux dérivées partielles reliant u(x, t) et i(x, t). En déduire l'équation ded'Alembert véri�ée par 
es deux fon
tions et pré
iser la 
élérité de l'onde. Dé�nir l'impédan
ede ligne Zℓ.Éléments de résolutionExer
i
e 5 Vibrations transversales entre deux extrémités �xes. On 
onsidère une
orde horizontale de masse linéïque µ, de longueur L, tendue entre ses deux extrémités �xes Set E. On note TE la tension supposée 
onstante aux extrémités de la 
orde. Dans l'hypothèsedes petites vibrations transversales, la perturbation vibratoire est dé�nie par l'altitude y(x, t) dupoint M d'abs
isse x à la date t, repérée par rapport à l'axe horizontal de la 
orde au repos. Onétudie un élément de 
orde de longueur in�nitésimale dx 
entré autour de l'abs
isse x, de masse

dm = µdx. On note α l'angle d'in
linaison entre la tangente à la 
orde et l'horizontale et on faitl'hypothèse des petits angles. T (x, t) est la norme de la tension de la 
orde au point d'abs
isse xà la date t. On néglige le poids devant les autres for
es.
y(x,t)

xx-dx/2 x+dx/2

M(dm)

T
(x-dx/2)

(x+dx/2)

(x-dx/2)

T (x+dx/2)

α

α

1. Établir l'équation de d'Alembert véri�ée par y.2. Véri�er qu'une fon
tion du type y(x, t) = Y cos(ωt±kx−ϕ) 
onvient. En déduire la 
éléritéde l'onde mé
anique progressive.3. Véri�er qu'une fon
tion du type y(x, t) = Y cos(kx− θ) cos(ωt− ψ) 
onvient. Montrer qu'ilest possible d'imposer les 
onditions aux limites y(0, t) = y(L, t) = 0 pour 
ette onde sta-tionnaire.Exer
i
e 6 Timbre d'un élastique pin
é. On tend une 
orde de longueur L, de masselinéïque µ ave
 la tension TE . Cette 
orde est �xée entre ses deux extrémités O et A. On négligeles e�ets de la pesanteur. On la �pin
e� en un point P d'abs
isse xP = OP = ℓ, 
'est-à-dire qu'oné
arte P de l'axe horizontal jusqu'à l'ordonnée yP 0 = h, les deux brins de 
orde PO et PA formantdeux segments droits, et on la
he à t = 0.1. Traduire l'équation de d'Alembert par le théorème de la puissan
e 
inétique, en déduirel'énergie potentielle linéïque de déformation de la 
orde.2. Cher
her une solution sous la forme d'une superposition d'ondes stationnaires du type
yn(x, t) sin(kx) cos(ωt).3. Pourquoi le timbre de la guitare 
hange-t-il selon la position de l'ongle ou du médiateur ?Exer
i
e 7 Onde stationnaire. Véri�er que, le long d'une 
orde [S,E], de longueur SE =

L, d'extrémité E �xe, un système d'ondes stationnaires s'installe si l'on 
onsidère la superposition :1. d'une onde in
idente progressive se déplçant dans le sens des x 
roissants émise par S ave

yS(t) = a cos(ωt) 4



2. et d'une onde ré�é
hie progressive se déplçant dans le sens des x dé
roissants émise par unesour
e virtuelle S′, symétrique de S par rapport à E ave
 yS′(t) = −yS(t) = −a cos(ωt).Exer
i
e 8 Ex
itation de l'extrémité d'une 
orde par un jeu de ressorts.On 
onsidère le système suivant, dans le planhorizontal (on néglige les e�ets de la pesan-teur). Le point P porte la masse m et se dé-pla
e sur l'axe (O, x), relié à la 
orde élastiquede masse linéïque µ et de tension TE . Il est re-lié à deux ressorts de longueur à vide ℓ0 et de
onstante de raideur k. On pose ω0 =
√

2k
m

et
λ = TE

2mcω0

. x

y

P(m)

À t = 0, la 
orde est 
onfondue ave
 (O, x) et la vitesse initiale de P est ẏ(0) = v0. On pose
ω0 =

√

2k
m

et λ = TE

2mcω0

. Étudier le mouvement de P et tra
er l'allure de la forme de la 
orde àla date t.Exer
i
e 9 Vibrations longitudinales. On modélise un élastique de masse linéïque µ parune 
haîne d'os
illateurs élastiques formés de masselottes élémentaires séparées par des ressorts.Les masselottes 
oulissent sans frottement sur l'axe horizontal et on néglige le poids devant lesautres for
es.
x-dx x+dxx

u(x-dx) u(x+dx)u(x)

(dm) (dm) (dm)
(repos)

(date t)1. Justi�er les hypothèses suivantes. Les masses dm sont proportionnelles à dx : dm = λdx.Les 
onstantes de raideur des ressorts sont inversement proportionnelles à dx : k = χ
dx
. Leslongueurs à vide sont égales à dx : ℓ0 = dx.2. Pré
iser le nom et l'unité de µ et 
eux de 1

χ
.3. L'élastique est 
ylindrique, de longueur à vide L0 et de se
tion S. Il est fait dans un matériaude module d'Young E et de masse volumique ρ. Donner les expressions de lambda et de χen fon
tion de E, ρ et S.4. En é
rivant la deuxième loi de Newton pour la masse 
entrale, établir l'équation de d'Alem-bert véri�ée par l'élongation longitudinale u. Pré
iser la 
élérité c.5. Résoudre l'équation de d'Alembert en 
hoisissant 
omme 
onditions aux limites

u(0, t = U0 cos(ωt) et u(L, t) = 0Exer
i
e 10 Masse au bout d'un ressort. Une masse pon
tuelle m est a

ro
hée au boutd'un 
ylindre élastique de masse linéïque µ, de se
tion S et de se
tion S 
oulissant sans frottementsur un axe horizontal, son autre extrémité étant �xe en O. Étudier le système et ses solutionsharmoniques.Autres for
esExer
i
e 11 Chaînette. Un �l �exible, de longueur 2L, de masse linéïque µ, est �xé à sesdeux extrémités A et B dans un plan verti
al (O, x, z), ave
 OA = OB = d < L
2 . Sous l'a
tion dela pesanteur, la 
orde prend une forme parti
ulière, symétrique, sa �è
he est la distan
e h = OS,

S étant le point le plus bas de la 
orde en dessous de O. On note T0 la tension du �l en S et onpose a = T0

µg
. 5



1. On 
onsidère un élément in�nitésimal MN de la 
orde, de longueur ds. Montrer que l'équi-libre de 
et élément se traduit par l'équation di�érentielle d(T−→t )µ−→g ds =
−→
0 , −→t =

−−→
MN
MN

estle ve
teur unitaire tangent.2. En déduire que T dx
ds

= α et dz
ds

= µgs+β où α et β sont des 
onstantes que l'on déterminera.3. Montrer que dz
ds

= s
a
.4. En déduire que z = achx

a
+ C en pré
isant la valeur de C.5. Pourquoi parle-t-on de �
haînette� ?Exer
i
e 12 Ligne ave
 pertes La modélisation éle
tro
inétique d'un tronçon de ligne
oaxiale, de longueur dx est donnée sur la �gure 
i-dessous. Le générateur alternatif sinusoïdaldélivre une tension

e(t) = E0 cos(ωt)En régime sinusoïdal for
é, on note, en formalisme 
omplexe, E(x) et Z(x) les fém et impédan
es
omplexes du générateur de Thévenin équivalent du tronçon 
ompris entre x = 0 et x.
e(t)

u(x+dx,t)

l dx
r dx

c dx
g dx

R0 u(x,t)

x x+dx

E(x)

Z(x)

On prend l'hypothèse simpli�
atri
e suivante :
r

g
=
ℓ

c
= R2

c1. Établir les équations di�érentielles véri�ées parE(x) et Z(x). On e�e
tuera un DL au premierordre.2. On 
hoisit R0 = Rc et on admet que, dans 
e 
as, la seule solution de l'équation di�érentielleen Z est la solution triviale Z(x) = Rc. En déduire E(x) puis E(x, t).3. On admet que si on pla
e en bout de ligne un résistor de résistan
e Rc, il existe une 
onstante
λ telle que u(x, t) = λE(x, t). Déterminer la valeur de λ et établir la fon
tion d'onde de latension u(x, t). Dé
rire 
ette onde et pré
iser sa �vitesse de phase� vϕ, 
'est-à-dire la vitesseà laquelle se propage un extremum quel
onque de la fon
tion sinusoïdale.Exer
i
e 13 Caténaire. Un 
able horizontal, de tension TE et de masse linéïque µ, estsuspendu par des 
ables 
aténaires dont l'a
tion se ramène à une for
e verti
ale répartie −αz · dx.1. Montrer qu'on peut établir une équation du type

∂2z

∂x2
−

1

c2
∂2z

∂t2
=

z

δ22. En déduire l'équation di�érentielle véri�ée par f telle que z = f(x− c′t).6



Exer
i
e 14 Corde ave
 frottement. Un 
able horizontal, de tension TE et de masselinéïque µ, se dépla
e dans l'eau, et est soumis à un frottement �uide linéaire de 
oe�
ient λ.Donner l'équation aux dérivées partielles véri�ée par l'altitude z.Exer
i
e 15 Corde verti
ale. Une 
orde verti
ale, suspendue par son extrémité A, l'autreextrémité B étant libre, est de longueur L et de masse linéïque µ.1. Établir l'expression de la tension T (z).2. Établir l'équation aux dérivées partielles
∂2x

∂t2
= −g

∂z

∂x
+ g(L− z)

∂2x

∂z23. Pour une 
orde très longue, on 
onfond (L− z) et L. Justi�er que lorsqu'on agite assez vitel'extrémité A, l'amplitude de l'onde augmente vers le bas.Ré�exion, transmissionExer
i
e 16 Ré�exion et transmission des ondes transversales le long d'une 
ordeélastique. Une 
orde de masse linéïque µ, in�nie selon l'axe horizontal x, de tension TE, est lesiège d'une onde transversale verti
ale selon l'axe y de 
élérité c et de faible amplitude. On note
y(x, t) l'altitude du point de la 
orde d'abs
isse x à la date t et θ(x, t) l'angle d'in
linaison parrapport à l'horizontale de la 
orde au point d'abs
isse x à la date t. On néglige les e�ets de lapesanteur. En x = 0 est a

ro
hée une masselotte pon
tuelle de masse m. Il peut don
 y avoirune dis
ontinuité de θ en x = 0, et on pose α = θ(x = 0−) et β = θ(x = 0+). Une onde in
identeharmonique venant des x < 0 a pour expression yi(x, t) = U0 cos

[

ω
(

x
c
− t

)]. Il apparaît une onderé�é
hie yr = U0r cos
[

−ω
(

x
c

+ t
)

+ ϕr

] et une onde transmise yt = U0t cos
[

ω
(

x
c

+ t
)

+ ϕt

].
xα βm

y

x

θ y

1. Établir l'équation de d'Alembert véri�ée par y et 
elle véri�ée par θ. Donner l'expression dela 
élérité c de l'onde en fon
tion de TE et de µ.2. On dé�nit les 
oe�
ients de ré�exion et de transmission 
omplexes :
r =

U0re
jϕr

U0
et t =

U0te
jϕt

U0En é
rivant les relations de passage en x = 0, déterminer les expressions de 
es deux 
oe�-
ients en fon
tion de η = 2TE

mωc
. Pré
iser la relation entre r et t.3. On pose Π = −Ty · v. Donner le sens physique de 
ette grandeur et dé
rire 
omment onpourrait faire une bilan énergétique.Exer
i
e 17 Une onde transversale se propage le long d'une 
orde tendue. Celle-
i est 
onsti-tuée de deux tronçons de masses linéïques respe
tives µ1 et µ2. On note TE la tension à l'extrémité.Par analogie ave
 les 
onsidérations de l'exer
i
e pré
édent, déterminer les 
oe�
ients de ré�exionet de transmission d'une onde in
idente du milieu 1 vers le milieu 2.Alternatives à l'équation de d'AlembertExer
i
e 18 Le tuyau 
annelé 
hanteur.Un tuyau 
annelé (servant de gaine de prote
tion aux 
ables éle
triques et aux 
onduites d'eauenterrées, noyées ou en
imentées) est modélisé par des alvéoles presque sphériques de rayon R7



séparées par des tubes �ns 
ylindriques de longueur ℓ et de rayon r. On étudie la propagationd'une onde a
oustique de longueur d'onde λ ave
 r ≪ ℓ ≃ R ≪ λ. On note P0 + pn la pressiondans la n-ième alvéole et −→v n = vn
−→u x la vitesse dans le tuyau séparant la n-ième et la n+ 1-ièmealvéole. On note µ la masse volumique de l'air et χ = 1

µ
∂µ
∂P

le 
oe�
ient de 
ompressibilité.
2r

R vn

l

Pn+1Pn

1. Établir une relation entre la di�éren
e des surpressions pn−pn+1 et la vitesse vn. En déduireune loi analogue à 
elle du type indu
tan
e en 
omplexes.2. Établir une relation entre la di�éren
e des vitesses vn−1−vn et la surpression pn. En déduireune loi analogue à 
elle du type 
apa
ité en 
omplexes.3. On fait l'approximation du 
ontinu : Xn+1 − Xn ≃ ∂X
∂x

· a ave
 a = xn+1 − xn = 2R + ℓi
i. Étanblir l'équation de d'Alembert véri�ée par p (par exemple) et faire l'analogie ave
l'équation des télégraphistes. Donner l'expression de la 
élérité c des ondes a
oustiques dansle tuyau 
annelé.4. Expliquer le 
hant du tube 
annelé entendu lorsqu'on le fait tourner à des vitesses variables(
f. expérien
e).
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